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Resumo: Os usudrios de sistemas ou bibliotecas graficas normalmente se deparam com
operagdes como o posicionamento e a especificagdo de cameras, ou entdo a defini¢do de
transformagdes que permitam o correto posicionamento de um objeto em uma cena. Téao
comum quanto estas operagdes ¢ a dificuldade do usuario em realizd-las de forma
totalmente segura e compreensivel. Outro problema vivenciado pelo usuario é o transporte
de objetos criados em um determinado sistema grafico para outro. Estes problemas
apontam para uma necessidade do usudrio de aprimorar o seu conhecimento acerca do
modo de funcionamento destas operagdes. A finalidade deste texto € conceituar, de uma
forma objetiva e didatica, projecdes no ambito da computagdo grafica, apresentando a sua
classificacdo ¢ formulagdo matematica. Com base nestes conceitos ¢ ilustrado o
funcionamento do esquema de transformac¢des em bibliotecas e sistemas graficos que
manipulam primitivas tridimensionais.

Abstract: Users of graphics systems or libraries are normally working with operations like
the positioning or specification of cameras or transformation definitions that allow the
correct positioning of an object in a scene. As common as these operations it is the
difficulty of a user to execute them in a safe and comprehensible way. Other user’s
problem is the transportation of objects created in a system to another system. These
problems point to a user necessity to have a deeper concept of these operations. This text



purpose is to present in a pragmatic and didactic way the projection concepts in a computer
graphics context. It is described projections classification and its mathematical theory and,
based in these concepts, it is showed how graphics libraries and systems execute
transformations in a three-dimensional environment.
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1) Introduciao

A humanidade utiliza ha séculos o conceito de projecdes geométricas. O mais antigo
exemplo de uso de desenho técnico na historia da humanidade data de aproximadamente
2150 A.C. O desenho contém uma planta de um prédio da cidade de Lagash na
Mesopotamia.

De acordo com alusoes literarias, os gedmetras e pintores gregos da antiguidade classica
estavam familiarizados com as leis da perspectiva. O pintor Agatharchus foi o primeiro a
usar perspectivas em larga escala no periodo de 5 séculos A.C. e escreveu um livro sobre
“pintura de cenas”, o que inspirou os filéosofos Anaxagoras e Demdcrito a escrever sobre
perspectiva.

A primeira evidéncia real do uso de desenhos para guiar edificagdes foi encontrado nos
textos de Vitruvius, um arquiteto e engenheiro romano do periodo de Julio César e
Augustus, em torno do ano 14 A.C.

Apesar do estudo de gregos e romanos, uma formalizagao destas técnicas s6 surgiu durante
a Renascenga. Os pintores Duccio (1255-1319), pintor do famoso quadro “A Ultima Ceia”,
e Giotto (1276-1336) empreenderam esfor¢os no sentido de representar a terceira dimensao
através da perspectiva. Filippo Brunelleschi (1377-1446) foi o primeiro artista a
desenvolver um sistema matematico para a perspectiva. O primeiro tratado sobre
perspectiva, Della Pittura, foi publicado em 1435 por Leone Battista Alberti (1404-1472).
No mesmo periodo, a técnica da perspectiva continuou a ser aperfeigoada por Piero della
Francesca (1420-1492) através do texto De Prospettiva Pingendi e por Leonardo da Vinci
que pintou a sua versdo de “A Ultima Ceia”.

Gasparad Monge (1746-1818), um desenhista de fortificagdes militares francesas, foi o
primeiro a descrever de forma organizada o uso de projecdes em engenharia, o que lhe
valeu o titulo de “pai da geometria descritiva”. Monge publicou a primeira edi¢cdo do livro
Geometrie Descriptive em 1801.

Desta época para a atual, as técnicas de projecdes continuaram a ser estudadas e
aperfeicoadas e se popularizaram entre profissionais e estudantes de engenharia, artes e
arquitetura. Com o surgimento da computacdo grafica e com a popularizagdo de sistemas e
bibliotecas graficas, o numero de interessados nas técnicas de projecdes se ampliou
acentuadamente.

Geralmente usuarios de sistemas ou bibliotecas graficas se deparam com operagdes
relacionadas a posicionamento e especificagdo de cameras ou entdo a ajuste de
transformagdes que permitam o correto posicionamento de um objeto em uma cena. Téo
comum quanto estas operagdes ¢ a dificuldade do usuario em realiza-las de forma
totalmente segura e compreensivel. Outro problema nesta mesma linha que o usuario se
depara ¢ quando ele transporta os objetos criados em um determinado sistema grafico para
outro. Comumentemente falta-lhe um conhecimento mais conceitual do modo de
funcionamento destas operagdes.



O objetivo deste curso é conceituar projecdes planares, apresentando a sua classificagdo e
formas algébricas de manipuld-las. Com base nestes conceitos, serd ilustrado o
funcionamento do esquema de transformagdes em bibliotecas e sistemas graficos que
manipulam primitivas tridimensionais.

2. Transformacées Afins

Uma transformagao de coordenadas da forma:

V= AV + b
ou

/
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= |a, a, ayp y| + |b, (eq. 2.1)
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¢ denominada uma transformagdo “afim”. Neste caso, as coordenadas (x’,y’,z”) do vetor
V', que definem um ponto no espago, sio uma fun¢do linear de (x,y,z) e a; e b; sdo
constantes determinadas pelo tipo de transformacdo. Transformag¢des afins tem a
propriedade geral de transformar linhas paralelas em linhas paralelas ¢ mapear pontos
finitos em pontos finitos. Note-se que em geometria afim, paralelismo ¢ um conceito
importante, sendo relagdes entre linhas paralelas uma parte substancial da geometria e os
teoremas da geometria afim sdo idénticos aos da geometria euclidiana.

Rotacdo, translagdo, escalamento, espelhamento e cizalhamento sdo exemplos de
transformagdes afins detalhados a seguir.

2.1 Translagao

A translacdo, alteragdo da posicdo de um ponto através da soma de constantes de
deslocamento as suas coordenadas, ¢ normalmente aplicada sobre todos os pontos de uma
figura, de maneira a possibilitar a sua movimentacdo no espago (fig. 2.1). O exemplo
classico em computacdo grafica de aplicagdo desta transformagdo ¢ a funcdo pan,
disponivel em varios sistemas graficos.

Em termos de transformacio afim, a translagdo corresponde a soma de um vetor de
deslocamento ao vetor que define o ponto que se deseja deslocar. Assim, na equagédo 2.1, o
vetor com as componentes b; corresponde ao vetor de deslocamento.

2.2 Escalamento

O escalamento, multiplicagdo das coordenadas de um ponto por valores iguais ou
diferentes, ¢ normalmente aplicada sobre todos os pontos de uma figura com o objetivo de
ampliar ou reduzir sua dimenséo ou entdo distorcer a sua forma geométrica (fig. 2.2). O uso
classico desta operagdo em computacdo grafica ¢ a fungdo zoom in (ampliagdo) ou zoom
out (redugdo).
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Fig. 2.1: Translagdo Fig. 2.2: Escalamento

Quando somente a operagdo de escalamento é realizada, a matriz 4 na equacdo 2.1 fica a
matriz E, onde e,, e,, e;, sdo os fatores de escala das coordenadas x, y e z, respectivamente.
Observa-se facilmente que a aplicagdo desta matriz sobre o vetor de coordenadas gera o vetor

escalado Vv , conforme descrito abaixo.

e. 0 O e.x
E= O e v ‘_; = eyy
0 0 e ez

2.3 Rotacao

A rotacdo ¢ o giro de um determinado angulo de um ponto em torno de um ponto de
referéncia, sem alteracdo da distancia entre eles. Esta operacdo ¢ aplicada normalmente
sobre todos os pontos de uma figura, o que possibilita que ela seja rotacionada. Varios
programas graficos dispdem desta operagdo, sendo que alguns restringem o angulo de
rotacdo a valores fixos, tais como, 90° ¢ 180°.

Para o calculo da matriz de rotacdo, serda considerado inicialmente apenas duas
coordenadas, por exemplo, X e y. Assim, na figura 2.3a, o ponto P, de coordenadas (x,y),
sera rotacionado de um angulo o em torno do eixo z, até a posi¢do do ponto P’ (x’,y’). A
linha que une o ponto P a origem do sistema de coordenadas esta rotacionada de um angulo
B em relagdo ao eixo x.

P’

5O,

Figuras 2.3a, 2.3b, 2.3¢ - Rotagdes em torno dos eixo z, X € y, respectivamente.
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Supondo-se que a distincia ponto P a origem seja “D”, tem-se:

= Dcos(a+ )  (eq.2.4)

x = Dcos(a) (eq.2.2) X

y = Dsen(f) (eq.2.3) y' = Dsen(a+f) (eq.2.5)
Da trigonometria tem-se:

cos(a+b) = cos(b) xcos(a) — sen(b) xsen(a) (eq. 2.6)

sin(a +b) = cos(b) x sen(a) + sen(b) x cos(a) (eq. 2.7)
Usando-se as equacdes 2.2, 2.3, 2.6 e 2.7 nas equagoes 2.4 ¢ 2.5 tem-se:

x' = xcos(a) — ysen(a) (eq. 2.8)

y' = xsen(a) + ycos(@) (eq. 2.9)

Em forma matricial, as equagdes 2.8 e 2.9 ficam:

x/ {cos(a) —sen(a)} {x}
= (eq. 2.10)

% sen() cos(@) v

Similarmente, a formula 2.10 se aplica as rotagdes das figuras 2.3b e 2.3¢. No entanto, para
se estender esta formula para rotagdes tridimensionais, deve-se considerar primeiramente o
problema da orientagao dos eixos. Note-se que:

vZ = VX X vy (eq.2.11) Vo= vy X vz (eq2.12)
VW= VX X VZ (eq.2.13)

Neste caso, VX, V) e VZ sdo versores nas dire¢des X, y e z, respectivamente. Nas figuras

2.3a, 2.3b e 2.3c os resultados das equagdes 2.11, 2.12 e 2.13 sdo indicados pelo contetido
das circunferéncias posicionadas do lado esquerdo dos eixos. Sendo o conteudo uma
circunferéncia menor, o eixo resultante do produto vetorial dos eixos referenciados no
plano tem sinal positivo, o que implica que o seu sentido ¢ do plano para o leitor. Se o
conteido é uma cruz, o sinal é negativo, sentido inverso. Assim, para manter a
consisténcia, a aplicacdo da formula matricial 2.10 deve considerar que os eixos
referenciados no plano da figura 2.3c¢ estdo invertidos, sendo o correto:

z/ cos(ar) —sen(a)]| |z
= eq. 2.14
x/ sen(a) cos(a) | |x (eq-2.19)
Considerando-se as figuras 2.3a, 2.3b e 2.3c e as formulas 2.10 e 2.14, pode-se facilmente

deduzir as formulas para o calculo no espaco tridimensional da rotagdo de um ponto A para o
ponto A’, sendo o plano de rotagdo perpendicular ao eixo z (fig. 2.4), y (fig. 2.5) e x (fig. 2.7).



_cos(a) —sen(Q) 0]

"| = |sen(ar) cos(a) O] |y (eq.2.15)  Rotagdo em torno do eixo z
ES 0 1]|z]
Ed I cos(a) 0 sen(a)_ x|
y/ = 0 1 0 y (eq.2.16)  Rotagdo em torno do eixo y
_z/_ | —sen(a) 0 cos(a) | |z
X 1o 0 [x]

"I =10 cos(a) —sen(a) y (eq.2.17)  Rotagdo em torno do eixo x
z/ |0 sen(a) cos(a) | |z

Z 4y

>

X X
Fig. 2.4: Rotagdo em torno do eixo “z” Fig. 2.5: Rota¢do em torno do eixo “y”

Uma operagdo bastante conhecida em computagdo grafica ¢ o espelhamento, a qual
consiste em rotacionar um objeto em torno de um eixo de tal maneira que os pontos do
objeto na posicdo original e na rotacionada mantenham a mesma distancia em relagdo a um
linha de referéncia, caso bidimensional, ou a um plano de referéncia, caso tridimensional.
Na figura 2.7, ha o espelhamento de um objeto em torno do eixo y em relagdo ao plano xy
e em torno do eixo z em relacdo ao plano xz. Em ambos os casos, o angulo de rotagdo ¢
180°.

A matriz de rotacdo em torno de um eixo genérico (fig. 2.8) ndo ¢ complexa, porém
trabalhosa em termos de dedugdo, assim, sera apresentado apenas a matriz MGR que
permite esta operagdo. Sendo N um vetor unitario de coordenadas (x,y,z) € 6 o adngulo de
rotacao, tem-se:



tx’ +c IXxy—sz IxXz+Sy

MGR = |txy+sz ty°+c tyz—sx (eq. 2.18)
Ixz—sy tyz+sx tz° +c
Onde:
X,y,Z = coordenadas de N t = 1- cos(0)
s = sin(0) c = cos(0)
z
AN
y
X /
Fig. 2.6: Rotagdo em Torno do Eixo “x” Fig. 2.7: Espelhamento

Figura 2.8: Determinac¢do da matriz de rotagdo em torno de um eixo genérico.

2.4 Cisalhamento



Outra transformagdo afim importante de ser estudada é o cisalhamento (shear), cujo
exemplo cléssico para o sistema de coordenadas bidimensional que explica a sua funcédo ¢ o
da italizacdo de um caracter (fig. 2.9). Neste caso, ha uma varia¢do no valor da coordenada
x em fungdo do valor da y (fig. 291 1 e i 2), sendo MTS [/ a matriz de transformagao
correspondente. Pode-se associar uma outra transformagdo a de cisalhamento, como, por
exemplo, o escalamento da coordenada y (fig. 2.9 i_3), conforme exemplificado em
MTS 2. A matriz MTS 3 ilustra o uso desta transformag@o para o caso tridimensional.

LT

il i2 i3

Figura 2.9: Exemplo de cisalhamento

1 th 1 th
MTS 1= MTS 2=
- 0 1 - 0 e
y
vA
vA
I N A /
R — !
, X ;

Figura 2.10: Exemplo de cisalhamento no caso 3D.
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MTS 3=|0 1 s,
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2.5 Composicao de Transformacdes



Uma importante questdo que sempre deve ser considerada com relagdo as transformagdes
afins se refere a sua composicdo. Neste caso, a ordem em que elas sdo executadas pode
alterar o resultado final esperado. Considere-se entdo duas transformagdes afins, uma
somente de rotagdo de 45° em torno do eixo z e outra somente de translacao de valor Ax ao
longo do eixo x. Como a rotagdo ¢ realizada em relagdo a origem do sistema de
coordenadas, considerando-se a figura 2.11.a, a aplicagdo primeiro da rotagdo e depois da
translag@o resulta na figura 2.11.b e o inverso na figura 2.11.c.

AY y y
VX X X
V4 Z Z

Figura2.1l.a Figura 2.11.b Figura2.11.c

Figura 2.11: Composicao de transformacdes.
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Figura 2.12: Mudanga de centro de rotagao.

Neste sentido, caso se deseje rotacionar um objeto no espago em torno de um ponto interno
a ele, deve se primeiramente deslocar o centro de rotagdo (origem dos eixos) para este
ponto, proceder a rotagdo e posteriormente voltar o centro de rotacdo a sua posi¢ao inicial
(fig. 2.12). Note-se que isto equivale a deslocar o objeto para o centro de coordenadas.

3. Coordenadas Homogéneas



Como detalhado no capitulo 2, uma transformagao afim segue a forma:
Vo= M v + b (eq. 3.1)

Esta formulagdo ¢, em termos de calculo, bastante inconveniente para se determinar as
coordenadas do vetor final, apds uma série de transformagdes de um vetor inicial. A
formulagao da equagdo 3.4 é muito mais conveniente porque permite que o calculo de
multiplas transformagdes seja realizado calculando-se a matriz de transformacédo resultante
e aplicando-se esta matriz sobre o vetor (eq. 3.5).

Vo= M, v t b (eq.3.2)
Vo = M, M, v * M, b, *t b, (eq.3.3)
v = M v (eq. 3.4)
Vo= M, M,, - M, Vv (eq. 3.5)

A impossibilidade de se inserir a transformacdo de translagdo na matriz M ndo permite que a
formulag@o 3.5 seja usada, assim, é necessario se encontrar um mecanismo que contorne este
problema. A solug@o usual para este problema ¢ a alteracdo do espago de coordenadas de
dimensao 3 para 4, de forma controlada, de maneira que a dimensao da matriz M se altere de
3x3 para 3x4 e, assim, ela possa incorporar a transformagao de translagdo (eq. 3.6). Como ¢é
inconveniente operar uma matriz ndo quadrada por ndo permitir, por exemplo, o calculo da
inversa, a matriz Mt pode ser novamente modificada pela inser¢do de mais uma linha que
nao altere o resultado final (eq. 3.7).

(eq. 3.6) (eq. 3.7)
x' X x+1 100/
' 1007 y y+m 010m
Z,zOlOm z| T | z4n MT:OOln
1 00 nty 1 000 1

Considerando-se uma matriz M genérica de dimensido 4x4, quando ela ¢é aplicada sobre o
vetor V, em coordenadas homogéneas, gera o vetor V * descrito a seguir: Para se calcular o
vetor desejado, normaliza-se o vetor V * . Assim, supondo-se H # 0, tem-se V' .

x X X/H
_ Y Y/H
PF o= M = S

z z Z/H

1 H 1



Neste contexto, uma propriedade interessante e bastante util das coordenadas homogéneas
se refere a representacdo de um ponto no infinito. Assim, considere-se o ponto sobre o eixo

x indicado pelo vetor Vv * ¢ V' :

Quando H —> 0, A/ H — o, logo a aplicagio de uma matriz de transformacio em
coordenadas homogéneas resulta em um ponto no infinito quando o seu vetor posicional

for do tipo vV * descrito a seguir. Em geral, utiliza-se os vetores infinitos X :: , )7:; e 2:;.
A 1 0 0
e = |7 P e 2|
C . 0 * 0 * 1
0 0 0 0

Estes vetores infinitos serdo, em especial, usados na determinagdo de pontos-de-fuga no
caso de projegdes planares perspectivas. Outras propriedades das coordenadas homogéneas
serdo exploradas posteriormente. Também posteriormente sera mostrado que a matriz de
transformag@o M de dimensdo 4x4, pode ser particionada em 4 quatro partes:

3x3 3x1
~ | 1x3 1xl
1x3: produz projecdo perspectiva 1x1: produz escalamento global
3x3: produz uma transformagdo afim 3x1: produz translagdo

do tipo, rotagdo e escalamento

4. Projecdes Planares

Dado que a exibi¢do de um objeto 3D em uma tela de computador ou em uma folha de
papel exige o mapeamento de um sistema de coordenadas 3D em um 2D, operagdes de
projecdo sdo requeridas. Em geral, entende-se como projecdo, o processo de mapear um

[T 1)

sistema de coordenadas de dimensdo “n” em um de dimens&o menor ou igual a “n-1”.

As projecdes mais consideradas em CG sdo as que projetam um sistema de coordenadas 3D
em um 2D, realizam a proje¢do em um plano ao invés de uma superficie curva, como
também utilizam raios projetores lineares ao invés de curvos (fig. 4.1). Esta classe de



projecdes é conhecida como “projeg¢des geométricas planares” e podem ser subclassificadas
de acordo com o esquema da figura 4.2

Proj. Proj. Proj.
Planar Cilindrica Conica
P

N\ -
7

~

Figura 4.1: Diferentes tipos de projecdes

Proj. Planares

Paralelas Perspectivas
/ \
Ortograficas Obliquas Um-Ponto

/ .
Planta / Cabig\ Dois-Pontos
V. Frontal \ Cavalier Trés-Pontos
V. Lateral

Axonométricas

Isométricas
Dimétricas
Trimétricas

Figura 4.2: Arvore de Classificagdo das Projecdes

4.1 Classificacio das Projecdes Planares

As projecdes planares paralelas e perspectivas diferem com relag@o a distancia do plano de
projecdo ao centro de projecdo. Se a distdncia é finita, a projecdo € perspectiva, se a
distancia ¢ infinita, a projecgdo ¢ paralela (fig. 4.3).

4.2  Projecdes Planares Paralelas

Projegoes paralelas sdo subclassificadas em ortograficas e obliquas, dependendo da relagdo
entre a direcdo dos raios projetores e a normal ao plano de projecdo (fig. 4.4). Em
projecgdes ortograficas, as diregdes sdo as mesmas. Em projecdes obliquas, sdo diferentes.



As projecles ortograficas vista lateral, vista frontal e planta constituem as projegoes
normalmente utilizadas em desenho técnico (fig. 4.5). Elas oferecem uma visao parcial do
objeto, no entanto, mantém sem alteracdo as relacdes de dimensdes e angulos do objeto
projetado. Estas projecdes sdo geralmente utilizadas em conjunto, contando também com
uma proje¢do axonomeétrica ou perspectiva.

As projegdes paralelas ortograficas axonométricas tem a direcdo dos raios projetores ¢ a
normal ao plano de projecdo coincidentes, porém distintas da direcdo das normais dos
planos dos eixos cartesianos. Desta forma, permitem a visualizacdo de varias faces de um
objeto de uma unica vez (fig. 4.6).

Projegdes axonométricas distorcem os objetos, alterando relagdes de adngulos e dimensdes
de lados dos objetos, no entanto, mantém relagdes de paralelismo entre eles. A alteragdo da
dimensdo dos lados é relacionada com a alteracdo da dimensdo dos versores em cada um
dos eixo X, y e z, quando projetados no plano. Assim, proje¢des axonométricas se
subdividem em dimétricas, dois versores variam a dimensdo igualmente quando projetados
no plano, isométricas, os trés versores variam na mesma propor¢ao (fig. 4.7) e trimétricas,
os trés versores variam de forma diferenciada.

As projecdes paralelas obliquas tem a dire¢do da normal ao plano de projecdo distinta da
diregdo dos raios projetores (fig. 4.7). As projecdes paralelas obliquas se subdividem em
cavalier e cabinet (fig. 4.8). Na cabinet ha um encolhimento na dimensdo do versor
perpendicular ao plano de projecdo para corrigir a ilusdo de que o objeto exibido é maior
na diregdo deste versor.

C. de Projecao
no Infinito

- A

—X

C. de Projegao
no Finito

Raios Projetores

Figura 4.3: Centros de projecdes
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Figura 4.4: Dire¢ao da normal ao plano e dos raios projetores.

Planta i
1 Vista
Lateral

Vista /
Frontal > /

o %

Figura 4.5: Projecdes ortograficas planta, vista lateral e frontal.

NP

z
Figura 4.6: Projecdes ortograficas axonométricas.




Dimétrica Isométrica

p

Figura 4.7: Projegdes ortograficas axonométricas dimétrica e isométrica.

4.3) Projecoes Planares Perspectivas

O efeito visual de uma projecdo perspectiva ¢ bastante realistico, pois as dimensodes de um
objeto projetado variam inversamente com relacdo ao centro de projecdo, o que estd de
acordo com o modo de funcionamento do sistema visual humano. Além disto, como as
projecdes axonométricas, elas permitem a visualizagdo conjunta de varias faces de um
objeto. No entanto, as projegdes perspectivas ndo sdo uteis para documentar precisamente
as formas de um objeto, dado que as dimensdes e os angulos dos seus lados podem sofrer
alteracdes apds a projecdo. Em especial, pode haver perda do paralelismo entre as linhas.

Figura 4.8: Projecdes obliquas.
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Figura 4.9: Proje¢des Obliquas Cavalier e Cabinet

Como a projecdo perspectiva tem o centro de projecdo localizado em um ponto finito,
ocorre uma distor¢ao no objeto projetado que faz com que qualquer conjunto de linhas que
nao sejam paralelas ao plano de projecdo converjam para um mesmo ponto denominado
ponto-de-fuga. O surgimento do ponto-de-fuga pode ser melhor compreendido observando-
se as figuras 4.10 e 4.11.

Na figura 4.10, um raio projetor parte do centro de projecdo e incide sobre um ponto p da
linha 1_B. Quando p tende a infinito, o raio projetor vai encontrar este ponto no infinito, o
que significa que a linha RP vai ficar paralela a linha 1_B, cruzando, assim, o plano x
sempre no mesmo ponto pf. Note-se que um ponto sobre a linha 1_A, paralela a linha 1 B,
vai ser alcangado no infinito de forma similar ao ponto sobre a linha 1_B, ou seja, o raio
projetor corta o €ixo X no mesmo ponto pf.

Quando o raio projetor incide sobre uma linha paralela ao eixo de projecéo, ndo se tem ponto-
de-fuga. A explicagdo para este caso € simples, considere-se o ponto A da figura 4.11 que esta
sobre a linha 1_A, paralela ao plano xy, assim, quando A tender a infinito, o raio projetor RP1
vai encontra-lo no infinito e, neste caso, estara paralelo ao plano Xy, o que evita o surgimento
do ponto-de-fuga. Ao contrario, o raio projetor RP2 que incide sobre o ponto B sobre a linha
1_B, perpendicular ao plano xy, vai tender ao ponto O quando B tender a infinito. Neste caso,
a projegdo perspectiva do retangulo da figura 4.11 vai apresentar apenas um ponto-de-fuga.
Para que a projegdo deste retdngulo apresente mais de um ponto-de-fuga basta rotaciona-lo
(fig. 4.12), o que faz com as suas linhas paralelas fiquem inclinadas em relagdo ao plano xy.

Para melhor se compreender a relagdo entre os pontos-de-fuga e o centro de projegdo, a
figura 4.13 apresenta a forma de se obter a projegdo perspectiva de um paralelepipedo com
lados paralelos ao eixo x e centro de projecdo sobre o eixo z. O objeto ¢ projetado do
sistema de coordenadas 3D xyz no sistema de coordenadas 2D x’y’. Dado que a dimensdo



G’H’ foram definidas arbitrariamente.

dos lados AB, CD, EF e GH néo sdo visiveis, a dimensdo dos lados A’B’, C’'D’, E’F’ ¢
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Figura 4.10: Centro de proje¢do e ponto-de-fuga em uma proje¢do perspectiva.
Figura 4.11: Projecdo perspectiva de linhas paralelas e perpendiculares ao plano XY de
projecao.
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Figura 4.12: Projecdo perspectiva de linhas inclinadas em relagdo ao plano de projecao
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Figura 4.14: Projeg@o perspectiva com um ponto-de-fuga.




Figura 4.15: Projegdo perspectiva com dois pontos-de-fuga.
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Figura 4.16: Projecao perspectiva com trés pontos-de-fuga.

Em fungdo do numero de pontos-de-fuga associados as linhas paralelas aos trés eixos
cartesianos, as proje¢des perspetivas se subdividem em projecdes de um ponto-de-fuga
(fig. 4.14), de dois pontos-de-fuga (fig. 4.15) e de trés pontos-de-fuga (fig. 4.16). Note-se
que cada conjunto de linhas paralelas no espaco pode ter associado um ponto-de-fuga.
Assim, com o objetivo de definir um critério de classificacdo, somente as linhas paralelas
aos eixos sdo consideradas.

Projegoes perspectivas de trés pontos-de-fuga sdo usadas menos frequentemente, dado que
elas acrescentam pouco realismo ao ja alcangado pelas proje¢des de dois pontos-de-fuga.



5. Algebra das Projecées Planares Paralelas

Para que as projecdes possam ser geradas em computador é necessario se definir matrizes
de transformagdes que, aplicadas ao conjunto de pontos de um objeto tridimensional,
permita a obtencdo da figura projetada do objeto. Assim, a seguir, para cada tipo de
projecdo serdo determinadas as matrizes de transformagdo. Este capitulo cobre a algebra
das projecdes planares paralelas.

5.1  Algebra das Projeces Planares Paralelas Ortogrificas

As projegdes planares ortograficas vista lateral, frontal e planta sdo obtidas de forma
bastante simples através de rotagdes ortogonais, de acordo com as regras abaixo, € projecao
no plano xy através de raios projetores perpendiculares a este plano (fig. 4.5)

vista lateral - rotaciona de -90° no eixo x, elimina coordena z
vista frontal - rotaciona de 90° no eixo y, elimina coordena z
planta - sem rotacao, elimina coordena z

Dada a simplicidade do processo de projecdo neste caso, ¢ detalhado apenas a geragdo da
vista lateral. Assim, partindo-se da equagdo de rotagdo em torno do eixo x, determina-se a
matriz de proje¢do da vista lateral MP,; (eq. 5.2).

I 0 0 0
0 cos(d) —sen(d) 0
Rx = 0 sen(d) cos(d) 0 (eq-5.1)
0 0 0 1
Sendo 6 = -90° e considerando-se a projegdo no eixo Xy, a matriz fica:
1000
0010
MPy;, = 0000 (eq. 5.2)
0001

Note-se que o versor sobre o eixo z, (0,0,1), sera projetado em (0,1), como exemplificado
nas figuras 5.1a e 5.1b. Observe-se a ordem correta dos eixos, pois eles estdo invertidos em
relacdo aos da figura 4.7.

5.2  Algebra das Projeces Planares Paralelas Ortogrificas Axonométricas

As projecdes vista lateral, frontal e planta permitem uma observagdo parcial do objeto
projetado, em especial, caso se observe apenas uma delas, ndo ¢ possivel se conceber
corretamente a forma do objeto. De forma a solucionar este problema, ¢ usual a folha de
projeto de um objeto conter as projegdes vista lateral, frontal e planta, mais uma projecdo
axonométrica, a qual permite que se tenha uma visdo mais integrada do objeto.
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Figura 5.1a e 51.b: Projecdo vista lateral.

Como citado no capitulo 4, as proje¢des paralelas ortograficas axonométricas tem a dire¢do
de projecao e a normal ao eixo de projecdo ndo coincidentes com a dire¢do de um dos eixos
principais (fig. 4.6). Isto é equivalente a se rotacionar adequadamente o objeto e considerar
a diregdo de projecdo e a normal ao eixo de proje¢do coincidentes com a dire¢do de um dos
eixos principais.

Nas projecdes axonométricas ha uma alteragdo da dimensdo dos lados do objeto quando
projetados sobre o plano. O tipo de rotacdo do objeto e as consideragdes sobre a alteragdo
das dimensdes permitem que se determine as matrizes de proje¢do. Neste sentido, o calculo
destas matrizes vai partir de uma rotagdo do objeto em torno do eixo y e posteriormente do
eixo x (eq. 5.3).

I 0 0 0| ]| cos(¢) O sen(g) 0
0 cos(d) —sen(d) 0 0 1 0 0
Rx Ry = 0 sen(d) cos(d) 0| |—sen(¢) 0 cos(g) 0 (eq-5-3)
0 0 0 1 0 0 0 1
cos(@) 0 sen(¢) 0
sen(g)sen(d) cos(d) —cos(@)sen(d) 0
Ry Ry = (eq. 5.4)

—sen(¢@)cos(d) sen(d) cos(g)cos(d) 0
0 0 0 1

Aplicando-se esta matriz sobre os vetores unitarios (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1), versores nos
eixos X, y, € Z respectivamente, tem-se:



X' 1 cos(¢)
o V' 0 sen(¢)sen(6)
N —sen(¢)cos(9) (6633
1 1
_X'Y 0
) Yy 1 cos(&)
Uy = 2y = Ry Ry 0 sen(&) (eq. 5.6)
1 1
x'z 0 sen(¢)
_, y', 0 —cos(¢) sen(6)
T R Ry || = cos(¢) cos(6) (eq- 5.7)
1 1 1

Considerando-se apenas as componentes X ¢ y dos versores rotacionados, tem-se as
projecdes destes vetores sobre os plano xy. De forma a se estipular condi¢des para o
encolhimento da dimensdo destes vetores, ¢ calculado os seus mddulos, como ilustrado a
seguir. Assim, para o caso da proje¢ao do versor sobre eixo x tem-se:

|l7x|Xy = \/(X'x)2 + (y’x)2 (eq. 5.8)

iy = Veos’ (@) + (sen’(#)sen’(6)) (cq. 5.9)
Similarmente, para os versores sobre 0s €ixos y ¢ z tem-se:

‘ﬁy‘XY = |cos(6’)| (eq.5.10)

i), = y(sen?($) + cos’(¢)sen’(6) (eq. 5.11)

Considerando-se que no momento da proje¢do de um objeto 3D sobre o plano xy, ocorra
um encolhimento por igual das coordenadas x e y dos pontos deste objetos, tem-se:

iy = ‘ﬁy‘XY (eq. 5.12)

cos’(¢) + sen’(@)sen’(0) = cos’ () (eq. 5.13)

Da trigonometria tem-se:



cos’(a) + sen’(a) = 1 (eq. 5.14)
Aplicando-se esta relagdo na equacdo 5.13, tem-se:

sen’(g)sen’(0) = sen’(4) — sen’(0) (eq. 5.15)
sen’(¢) = sen’(0) / (1-sen’(0)) (eq. 5.16)

Uma maneira simples de se calcular os angulos 8 e ¢ é considerar um valor fixo para o
encolhimento no eixo z. Assim, inicialmente serd suposto que a dimensdo do versor
projetado sera 1/2, ou seja, encolhera pela metade. Logo, da equagdo 5.11 tem-se:

sen’(¢) + cos>(g)sen’(0) = (1/2) (eq. 5.17)
Aplicando-se a equagdo 5.15 e rearranjando, tem-se:
8sen* (@) — 9sen’(@) + 1 =0 (eq. 5.18)

Fazendo-se sin” (6) = x, tem-se:

8x2 —9x+1=0 (eq. 5.19)

Resolvendo-se a equagdo 5.19, tem-se x=1/8 e x=I. A segunda raiz ¢ invalida porque
origina valor zero no denominador da equagdo 5.15. Usando-se a primeira raiz tem-se:

sen’(0) = 1/8 =  sen’(¢) = 1/7 (eq. 5.20)
0=20705 ¢  $=22208 (eq. 5.21)
Desta maneira aplicando-se os valores obtidos na equagdo 5.21, tem-se a seguinte matriz:
0.925820 0. 0377964 0
0133631 0935414 -0.327321 0

R Ry =1 _ 353553 0353553 0866025 0| (4522
0. 0. 0. 1
0925820 0. 0377964 0
0133631 0935414 —0327321 0
MPp = 0. 0. 0. 0 (eq. 5.23)
0. 0. 0. 1

A matriz MPp anterior permite que se realize, apds o zeramento da coordenada z, a
projecdo dimétrica (eq. 5.22), onde ha o encolhimento por igual de duas coordenadas. No



entanto, 0 maior interesse € na proje¢do isométrica que permite o encolhimento por igual de
todas as coordenadas. Logo:

Uz

i)y = ‘ﬁy‘ [ 7 (eq. 5.24)

Assim, além da equacdo 5.13, para a determinag@o dos dngulos tem-se a seguinte equagao:

sen’(g) + cos’(g)sen’(0) = cos’(0) (eq. 5.25)
Similarmente a equagdo 5.16, derivada da 5.12, podemos derivar da 5.25 a equagio:

sen’(¢) = (1-2sen”(0))/(1-sen’(0)) (eq. 5.26)

. sen’(6) = 1-2sen’(0) =  sen’(0) = 1/3

sen(d) = J1/3 = sen(@) = V172 (eq. 5.27)

0=3526429° ¢  $=450° (eq. 5.28)

Logo, substituindo os valores na matriz da equagdo 5.4, tem-se a matriz que permite a
projecdo isométrica (5.29), apos se zerar a coordenada “z”:

0.707107 0. 0.707107 0
0408248 0816597 —0.408248 0

R Ry = _ 577353 0577345 0577353 0| 452
0. 0. 0. 1
0707107 0. 0707107 0
0408248 0816597 — 0408248 0
MP; = 0. 0. 0. 0 (eq. 5.30)
0. 0. 0. 1

Neste caso, um fato interessante advém da analise do dngulo que o versor no eixo x faz
com o eixo x’, quando projetado no plano x’y’ (fig. 5.2a).

Assim, da equagdo 5.5, tem-se:

L cos(@) .
“X 7 | sen(g)sen(d) (eq-531)

- tan(«) = (sen(@) sen(d)) / cos(¢p)
tan(a) = (V1/2+1/3)//1/2 =+/3/3 = a=300°




Este resultado ¢ bem conhecido de desenhistas, pois ¢ com um esquadro de 30° e 60° que
eles desenham a projecdo de um objeto em uma folha de projeto.

A seguir ¢ esbocado como se obtém uma proje¢do isométrica de um objeto. Este objeto € o
da figura 4.7, e a matriz P, contém a descrigdo dos vetores posicionais de seus pontos (fig.
5.3a). O resultado esta na figura 5.3b.

y’ y’A
Vy Vy
30° - 180(’ \‘
} X’ 30° X’
vz V x Vz

Figura 5.2a e 5.2b: Diferentes estruturas para a projecdo isométrica.

YA A

151

Figura 5.3a: Objeto a ser projetado. Figura 5.3b: Objeto projetado isometricamente.




11 1 100 0 O]
0 11/20011/20

P,=M; 100 1 100 1 1 (eq. 5.32)
11 1 111 1 1

AB C DFEF G HJ
Uma consideracao importante sobre proje¢des isométricas se refere ao fato que:

sen”(@)=1/3 = 0=3526" ou O=14474°
sen’(¢)=1/3 =  ¢=4500" ou $=13500

Logo, a projecdo isométrica pode ser estruturada de outras formas. Na figura 5.2 ¢
esbogada a estrutura trabalhada anteriormente (5.2a) e outra bastante utilizada (5.2b).

5.3  Algebra das Projeces Planares Obliquas

Segundo o que foi exposto no capitulo 4, as projegdes paralelas obliquas tem a diregdo do
plano de projecdo distinta da dire¢do dos raios projetores (fig. 4.8). As projecdes paralelas
obliquas se subdividem em cavalier e cabinet (fig. 4.9), sendo que na projecdo cabinet ha
uma distor¢do na dimens3o do versor perpendicular ao plano de proje¢do, em geral, um
encurtamento de 1/3 ou de 1/2. Além disto, em ambos os casos, o angulo (o) que este
versor forma com o eixo x pode ser de 45° ou 30°.

A dedugdo da matriz de projecdo obliqua ¢é relativamente simples. Considere-se,
inicialmente, o angulo 3 que a linha entre o ponto P1 e sua projecdo P1’ forma com o eixo
z ¢ o angulo a que é formado pela proje¢do da linha P1-P1° com o eixo x (fig. 5.4). O
angulo B determina o grau de encurtamento ou de dilatagdo da dimensdo do versor, em
especial, se f=45.0° ndo ha alteragdo de dimensdo e se f=60° ha um encurtamento pela
metade. O angulo o ndo tem influéncia sobre o tamanho do versor e, basicamente, o seu
valor ¢ uma questdo de preferéncia.

Quando o ponto estd sobre o eixo z ¢ trivial a deducdo da férmula de projegdo, ou seja,
sendo:

P1=(0,0,z,) = PIl'=(dcos(a),dsen(a))
P2=(0,0,z,) = P2'=((z,/z)*d)cos(a),((z, / z;) *d)sen(ax))

A generalizagdo da formulagdo para qualquer ponto pode também ser feita facilmente
observando-se a figura 5.5. Assim, supondo-se z; igual a 1 e z, igual a z, tem-se:

P2=(0,b,z) = P2'=(z*dcos(a),b+(z*d)sen(x))
P3=(a0,z) = P3' =(a+(z*d)cos(a),(z*d)sen(x))
Logo:



x' 1 0 dcos(ex) O | x x+((z*d)cos())

y' 01 dsen(ex) O} |y y+((z*d)sen(a))

217 loo 0 o||z|" 0 (€a.333)
1 00 0 1|1 1

Para exemplificar a aplicacdo da matriz de projec¢do obliqua, na matriz da equacao 5.33 sera
adotado d=1, sem alteragdo da dimensdo do versor, o que significa (3=45.0°), e a=45.0°, o
que define uma matriz de projecdo obliqua cavalier (eq. 5.34).

10+2/20
01+2/20
Mo = .5.34
0 00 0 0 (eq )

00 0 1

X

Figura 5.4: Esquema de projecdo obliqua.

Aplicando-se M, sobre o objeto definido na equagédo 5.32, tem-se:
11 1 100 0 O]
011/20011/20
Po=Mo |00 1 1 00 1 1 (eq. 5.35)
11 1 111 1 1
_A B C DEVF G H |




1 1 (2442)/2 @+42)/2 0 0 N2/2  +2/2]
01 (1++2)/2  V2/2 0 1 (1+42)/2 V212
Po= (00 0 0 00 0 0 |(eq.5.36)
11 1 1 I 1 1 1
A B C D E F G H |
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Figura 5.5: Projecdo obliqua de pontos fora do eixo base de projecao.

Note-se que o objeto projetado (fig. 5.6) fica com o sentido das faces invertido em relagdo
ao eixo z, ou seja, as faces paralelas ao plano xy e com coordenadas z maior ficam
posicionadas na proje¢do atras daquelas com coordenadas z menor, o que € o caso da face
menor posicionada em relagdo a face maior. Este fato pode ocasionar alguma confusdo e
uma solug@o simples para este problema ¢ considerar o angulo a=(180+45)°. Esta rotacdo
corrige o problema da ordem das faces e ao mesmo tempo mantém o angulo entre a
projecgdo do versor do eixo z e o eixo horizontal igual a 45° (fig. 5.7). Assim, a nova matriz
de projecdo fica:

10-+2/20

Mo = 01 _\/5/2 0 (eq. 5.33)
00 0 0
00 0 1

Aplicando-se esta nova matriz M, sobre os pontos do objeto definido na equagdo 5.30,
tem-se os pontos projetados descritos na equagdo 5.34 e esbogados na figura 5.8.



11 2-42)/22=42)/20 0 -~2/2 -+2/2]
01 (1-42)/2 =2/2 0 1 (1-42)/2 =+2/2
Po= |00 0 0 0 0 0 0
11 1 1 11 1 1
|4 B C D EF G H |
(eq. 5.34)
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Figura 5.7: Rotagao da projecao de 180.0°
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Figura 5.8: Objeto e sua projecao obliqua cavalier com a=(180+45)°.

6. Algebra das Projecdes Planares Perspectivas

Para uma dedugdo simples e intuitiva da algebra das projecdes perspectivas € interessante
se analisar a figura 6.1. Neste caso, o ponto P (x,y,z) é projetado no ponto P’ (x’,y’,0),
contido no plano xy, a partir de um centro de projecao localizado no ponto C (0,0,k).
Aplicando-se semelhanca de tridngulos a figura produzida e considerando que a
coordenada z tem valor negativo obtém-se:

xX'k=x/(—z+k) = x'=x/((-z/k)+1)
V'ik=yl(-z+k) = y' =y/((-z/k)+1)

(eq. 6.1)
(eq. 6.2)

Note-se que estes valores sdo 0os mesmos produzidos pela matriz de transformacao abaixo.

X1 10 o0
Y 01 0
z| " loo 1
H| 00 -1/k
x| [X/H
3! Y/ H
2| T ziH] T
1] 1

0] |x X
01y y o3
0||z| z (eq.63)
11 (—z/k)+1
x/((-z/k)+1)
yv/I((—z/k)+1)

(eq. 6.4)

2/ ((~z/ k) +1)
1



ZCP

Figura 6.1: Projecdo de um ponto no plano a partir de um centro de projecao.

Quando se adota o plano xy como o plano de projecao, desconsidera-se o valor de z’ na
equagio 6.3. Note-se que nesta equagdo quando kK —> 00, entdo X' > x e y'—> ), 0

que origina uma projecdo paralela, com raios projetores perpendiculares ao plano xy,
considerado como o plano de projegao.

Considerando-se x = at, y = bt ¢ z = -ct, com a, b, e ¢ maiores do que zero, tem-se:

x' at/((ct/k)+1) x' kalc
v || b et )+ v | kble
2 ettt T T | T <k
I I I I

Logo, o ponto (ka/c, kb/c, -k) constitui um ponto-de-fuga, dado que ele é um ponto finito
para o qual converge a projecdo de uma linha infinita. Dependendo do valor de a, b e c,
dado k fixo, infinitos pontos-de-fuga podem ser determinados.

Em termos de classificacdo da projecdo perspectiva interessa apenas os pontos-de-fuga
associados as linhas paralelas aos eixos cartesianos. Assim, considere-se:

at a a
. b . bt b
L P R P R
1 1

Vi, V, e V; definem, respectivamente, uma linha paralela ao eixo x, y € z. A
transformag@o dos pontos destas linhas quando # — o0 resulta em:



(eq. 6.5) (eq. 6.6) (eq. 6.7)

at 1 ((—c/k)+1) al((—c/k)+1) al((~ct/k)+1)
b/ | (b (el D | bt )+ 1)
T el (el )+ ) | 2T el (el )+ 1) | 3 T et d ((—et 1 h) +1)
| | |

0 4, 0

_, B, ., o0 _, 0

= V] = ¢ V, = c V3 = _

1 1 1

Mesmo sendo By, C;, A, e C, constantes finitas, V| e Vj, que sdo respectivamente a

transformagdo perspectiva de V; e V,, resultam em pontos que no espago tendem a
infinito, ou seja, ndo ha pontos-de-fuga associados as linhas paralelas aos eixos x e y. Este
resultado € esperado, pois V; e V, definem linhas perpendiculares ao eixo z que contém o

centro-de-proje¢do. A transformagdo perspectiva de 173 resulta em um ponto finito no
espaco, ou seja, ha ponto-de-fuga pois \73 ¢ perpendicular ao eixo z que contém o centro

de projecao.

B
A
y s PI
A*
K
B*
B PE
X

z

Figura 6.2: Proje¢do de uma linha paralela ao eixo z.

Derivando-se a figura 6.2 da 6.1, pode-se visualizar facilmente o surgimento do ponto-de-
fuga. Os pontos A’ e B’ s@o as proje¢des no plano xy dos pontos AB da linha A-B
perpendicular ao plano de projegdo. Note-se que considerando a coordenada z, os pontos



A* ¢ B* mostram como a transformagdo perspectiva for¢a a convergéncia dos pontos
transformados para o ponto-de-fuga. Para t=0, \73 resulta no ponto PI (a, b, 0), que é o

ponto que a linha AB extendida intercepta o plano. Os pontos A* ¢ B* estdo na linha PI-PF
e, assim, quando B—w, B¥*—PF ¢ B’—>(0,0), o que faz com que todos os pontos projetados
no plano estejam na linha limitada pelos pontos (a,b) e (0,0).

Em especial, observando a figura 6.2 e as equagoes 6.5, 6.6 ¢ 6.7 compreende-se 0 mecanismo
de funcionamento da transformacéo perspectiva. O surgimento do ponto-de-fuga no eixo z se
deve ao fato de que na equacdo 6.7 o denominador tende a infinito quando t—oo e, assim, as
constantes divididas por um valor infinito resultam em zero e o valor infinito do numerador
dividido pelo valor infinito do denominador resulta em um valor finito.

Note-se que estes mesmos resultados sdo obtidos quando se aplica a matriz de
transformag@o perspectiva sobre pontos infinitos em coordenadas homogéneas em cada um
dos eixos, conforme descrito a seguir. Logo, em termos classificatorios, a matriz da
equagdo 6.3 ¢ uma matriz de transformacédo perspectiva de um ponto-de-fuga.

(eq. 6.8) (eq. 6.9) (eq. 6.10)

1 0 0
ool 1 o
RN PN I PY PR
0 0 0
1 0 0
! 0 o/ 1 ! 0
ool T o0t Tk
0] 0 1

Utilizando a mesma linha de raciocinio anterior deduz-se que as matrizes MTPx e MTPy
geram pontos-de-fuga nos eixos x e y, respectivamente. Estas matrizes ¢ a MTPz, que gera
ponto-de-fuga no eixo z, sdo descritas a seguir. Lembre-se que estas matrizes sdo matrizes
de transformagdo perspectiva de um ponto-de-fuga.

1 000 1 0 00 10 0 0
0 100 0 1 00 01 0 0

MIPx=l o g 10| M=o o 10 MP2=00 1 o
“1/r 001 0-1/s0 1 00 —1/k 1



Matrizes de transformacao perspectiva de dois ou trés pontos-de-fuga sdo obtidas através
da combinac¢ado destas matrizes, por exemplo:

1 0 00 1 0 0 O

0 1 00 0 1 0 O

MTPxy = 0 o 10l MTPxyz 0 0 L0
-1/r =1/s 01 -1/r =1/s =1/k 1

A certificacdo do numero de pontos-de-fuga destas matrizes é obtida através da aplicacdo
dos pontos infinitos em coordenadas homogéneas. Assim, inicialmente, utilizando-se a
matriz MTPxy e os pontos definidos pelos vetores das equagdes 6.8, 6.9 € 6.10 tem-se:

-7 0 0
o 0 o _S o 0
V) = 0 , Vg = 0 , V3 = |
1 1 0

Como foram gerados dois pontos-de-fuga, a matriz MTPxy € uma matriz de transformagao
perspectiva de dois pontos-de-fuga. Similarmente, aplicando-se a matriz MTPxyz sobre os
pontos no infinitos tem-se:

-r 0 0
o 0 o _S o 0
T2 T 00 T 2k
1 1 1

Logo, a matriz MTPxyz ¢ uma matriz de transformagdo perspectiva de trés pontos-de-fuga.
Para aplicagdes em computagdo grafica, o requerido € a “projecdo” perspectiva sobre o
plano xy,. Assim, as matrizes de projecdo perspectiva sdo obtidas zerando-se a terceira
linha da matriz de transformagdo perspectiva, de forma a se desconsiderar a coordenada z.
Por exemplo, da matriz de transformagdo perspectiva MTPxyx, deduz-se a matriz de
projecdo perspectiva MPPxyz descrita abaixo.

1 0 0 0

0 1 0 0

MPPxyz = 0 0 0 0
-1/r =1/s =1/k 1



O objetivo primordial em se utilizar uma proje¢ao perspectiva é a obtencdo de uma visao
realistica de um objeto. No entanto, somente a aplicagdo da projecdo perspectiva nio
garante este objetivo. Por exemplo, a figura 6.3 mostra o resultado de uma projecdo
perspectiva com pontos-de-fuga (3,0,0) e (0,3,0). Neste caso, a qualidade visual desta
projecdo deixa muito a desejar.

AY y’\

T
\
I

Figura 6.3: Projecdo perspectiva sem rotagio.

Uma maneira de resolver este problema ¢ utilizar a projecdo perspectiva de forma
associada com transformacdes de escalamento e de rotacdo. A figura 4.15 mostra uma nova
visdo do objeto quando ele é rotacionado em torno dos eixos X e y e posteriormente
projetado através de uma matriz de proje¢do perspectiva de dois pontos-de-fuga. Neste
caso, € possivel se ter uma visdo completa do objeto e dos pontos-de-fuga. Note-se, em
especial, como as linhas paralelas convergem para o mesmo ponto-de-fuga apos a projecao.

Em termos de computagéo grafica, o foco de interesse € a proje¢do de um ponto no espago
sobre o plano da tela. Neste sentido, para ilustrar uma forma mais intuitiva de se obter as
equagdes anteriores, serda deduzido a matriz de projegdo perspectiva a partir da
consideracdo de que a tela do computador esta sobre o plano xy e que o centro de projecdo
(observador) esta fora deste plano e em alguma parte positiva do eixo z (fig. 6.4).

Supondo-se conhecido P1 e CP (fig. 6.4), pode-se escrever a equagdo de reta que passa por
estes dois pontos. No caso bidimensional, a equagdo da reta em fung@o dos pontos pA
(xa,ya) e pB (xb,yb) fica:

x=x,+(x, —x,)u
Y=Y+ =y u

Assim, no caso da figura 6.5 tem-se:
xX=x,+(x;—x.)u (eq. 6.5)
Y=yt -y u (eq. 6.6)
z=z,+(z, -z, )u (eq. 6.7)



Logo, o valor de u para P2, com coordenadas (X,,y5,0), é:
u=-z./(z,-z.) (eq. 6.8)

Compondo-se as equagoes 6.5, 6.6 ¢ 6.8 tem-se:

Xy =X, —z.(x—x.)/(z; —2,) (eq. 6.9)
Vo=Ye—z.(V1—y)/(z—2.) (eq. 6.10)
Escrevendo-se este resultado em forma matricial tem-se:
-z, 0 x, O
0 -z y. 0
MP = 0 0 0 0 (eq. 6.11)
0O 0 1 -z

c

Dividindo-se todos os elementos da matriz MP da equagdo 6.11 por um mesmo valor ndo
se altera o resultado da sua aplicagdo sobre um vetor em coordenadas homogéneas. Assim,
dividindo-se todos os elementos por //z, tem-se:

(10 -x,/z, 0
01 -y, /z, 0

MP = 00 0 0 (eq. 6.12)
00 —1/z, 1

Considerando-se x,. € y, iguais a zero na MP da equagdo 6.12, tem-se:

10 0 0
01 0 O

MP = 00 0 0 (eq. 6.13)
00 -1/z, 1

O que estd de acordo com a matriz de transformagdo perspectiva MTPz, deduzida
anteriormente, no caso do centro de projecdo estar no ponto (0,0,z.) (fig. 6.2).

A matriz MP da equagdo 6.12 permite um controle explicito do ponto-de-fuga em funcao
do centro de proje¢do, no entanto, gera apenas um ponto-de-fuga. Para a geragdo de mais
pontos-de-fuga pode-se associar MP com matrizes de rotacdo. Note-se que, como exposto
no capitulo 4.3 e esbogado nas figuras 4.10, 4.11 e 4.12, caso se rotacione o objeto ¢
possivel obter um nimero maior de pontos-de-fuga. Assim, fazendo-se a multiplicagdo da
matriz MP pela matriz RxRy (equagdo 5.4) tem-se a equacdo 6.14:



cos(@) + (xc/ zc) sen(¢) cos(6) (=xc/ zc) sen(0) sen(¢@) — (xc / zc) cos(¢) cos(8) 0
sen(¢) sen(8) + (yc/ zc) sen(¢@) cos(6) cos(8) —(yc/ zc) sen(6) —cos(g) sen(d) — (yc/ zc) cos(g) cos(d) 0
0 0 0 0

(1/ zc) sen(¢) cos(6) (=1/zc) sen(6) (—=1/zc) cos(¢) cos(8) 1

MPR =

Supondo-se z., sen(@), sen(6), cos(@), cos(6) diferentes de zero, deriva-se os seguintes
pontos-de-fuga:

[ Xe + ze(cos(¢) / (sen(@) cos(6)))

PEX=10 s 2sen(8) / cos(6)) (¢a- 01
i Xc

PEY=1 e~ 2cos(6) / sen(0)) fea- 010
[ Xc — ze(sen(@) / (cos(@) cos(6H)))

PEZ=10 s 2isen(8) / cos(6) (¢a- 647

Assim, utilizando-se a matriz MPR tem-se o controle simultdneo do centro de projegdo e
dos pontos-de-fuga. Esta matriz pode ser modificada para incorporar rotagdes no €ixo z.

YA
Pl
P2/
X
CP
z
Figura 6.5: Centro de projecdo genérico.

7. Uso de Projecoes em Sistemas CAD e Modeladores

Atualmente € possivel se encontrar no mercado varios sistemas CAD bem como
modeladores. Como ndo ¢ possivel se analisar todos estes produtos, optou-se por estudar
apenas os recursos de geragdo de objetos tridimensionais no AutoCAD e no 3D Studio, isto
em funcdo da grande popularidade destes produtos. Os recursos considerados utilizam os
conceitos abordados anteriormente.



O AutoCAD permite o trabalho em um sistema de coordenadas tridimensional que pode ser
reconfigurado através do comando UCS (User Coordinates System). O sistema de
coordenadas inicial é denominado de World Coordinate System e identificado pela letra W
no icone de coordenadas (fig. 7.1). Definido um novo sistema de coordenadas 3D ¢
possivel se deslocar a origem do sistema de coordenadas corrente para a origem do novo
(fig. 7.2). Além disto, € possivel se rotacionar no espaco o sistema de eixos em relacdo ao
do sistema anterior (fig. 7.3). A dire¢do do eixo z é sempre calculada com base na “regra da
mao direita”. Manipulando o sistema de coordenadas ¢ possivel criar um objeto
tridimensional utilizando-se, por exemplo, um recurso avangado de extrusdo, o qual
permite que, definido um caminho, uma forma seja replicada ao seu redor (fig. 7.4). Este
tipo de recurso exige que a forma e o caminho ndo estejam contidos no mesmo plano,
assim para defini-los se utiliza o recurso de rotagdo do sistema de coordenadas.

Outra forma para gerar objetos tridimensionais ¢ utilizar operagdes booleanas de so6lidos
pré-definidos. Este recurso foi utilizado para criar o so6lido da figura 7.5.

Em termos de diferentes forma de visualizagdo de um objeto, o comando vpeint do AutoCAD
permite a definicdo de um ponto-de-vista a partir do qual o objeto sera visto segundo uma
projecao planar paralela ortografica. O ponto-de-vista define um vetor que parte da origem do
sistema de coordenadas corrente e € perpendicular ao plano de projecdo (fig. 7.5). O sentido
do vetor ¢é do plano para o observador (fig. 7.6). Neste caso, quando vpoint ¢ igual a (0,-1,0) o
desenho ¢ exibido de forma que o eixo y esteja apontando no sentido contrario ao do
observador e vice-versa quando vpoint ¢ igual a (0,1,0).

Além disto, o AutoCAD fornece uma maneira alternativa para se definir o ponto-de-vista
de um objeto. Considerando-se uma esfera no espago ¢ possivel se definir um vetor que vai
do centro da esfera até a sua borda através de dois angulos de rotagdo. O primeiro é medido
no plano XY e o segundo no plano XZ. Uma representagdo Unica para estes dois angulos
pode ser dada através de duas circunferéncias e um tripode (fig. 7.7), onde deslocamentos
circulares em torno do centro do tripode indicam rota¢des ao redor da origem dos eixos no
plano XY e deslocamentos do cursor do centro do tripode para a circunferéncia mais
externa implica na rotagdo norte-sul do vetor, ou seja, caracterizam rotagdes no plano XZ.
As figuras 7.8, 7.9 ¢ 7.10 exemplificam diferentes vistas de rotagdes tridimensionais
realizadas através do comando vpoint e do tripdide.

Observe-se que uma forma mais intuitiva de realizar rotagdes ¢ o esquema de movimentos
horizontais e verticais do mouse, como o utilizado pelo software de visualizagdo
tridimensional de dados meteorologicos VIS-5D. Neste processo, movimentos horizontais
ou verticais do mouse indicam rotagdes horizontais ou verticais do objeto, respectivamente.
Como as rotagdes sdo sempre realizadas sobre a ultima posi¢ao do objeto, este processo se
torna bastante simples e intuitivo.



Figura 7.1 Figura 7.2 Figura 7.3

Figura 7.1: Sistema de coordenadas no AutoCAD (UCS).
Figura 7.2: Mudanga de origem dos eixos.
Figura 7.3: Rotagao dos eixos.

Figura 7.4: Processo de extrusdao no AutoCAD.
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Figura 7.5: Diferentes especificagdes de ponto-de-vista (vpoint).
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Figura 7.6: Especificagdes do ponto-de-vista em relagio ao eixoy.
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Figura 7.7: Esquema interativo de especificagdo de ponto-de-vista.
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Figura 7.8: Especificagdes de ponto-de-vista para planta, vista lateral e frontal.
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Figura 7.9: Diferentes especifica¢des de ponto-de-vista.
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Figura 7.10: Diferentes especificagdes de ponto-de-vista.




Um uso interessante do conceito de projecdes para a geragdo de objetos tridimensionais
estd disponivel no 3D Studio Max da AutoDesk. Este sistema permite que o usuario defina
e ajuste formas que constituirdo as projecdes paralelas ortograficas planta, vista lateral e
vista frontal de um objeto 3D.

A construcdo do objeto parte da definicido de uma forma base denominada de seg@o
transversal (fig. 7.11). Considerando o objeto 3D a perna torneada de uma mesa, a forma
base é a circunferéncia que define o tubo a ser torneado. Através da definicdo de um
caminho para a replicagem da forma base (fig. 7.12) é gerado um objeto 3D denominado
no 3D Studio de LOFT (objeto com elevagdo).

O “torneamento” do objeto LOFT ¢ realizado através de um recurso denominado de Fit
Deformation. Através desta deformacgdo a forma superior (Fit X) e a lateral (Fit Y) do
objeto desejado sdo associadas ao objeto LOF'T base para se obter a forma 3D composta
(fig. 7.13). A edicdo das formas ¢ bem simples dado que cada uma ¢ um conjunto de pontos
interligados por linhas retas ou curvas e, assim, podem ser modificadas por alteracdo de
posicdo dos pontos, pela inser¢do de mais pontos ou pelo aumento/diminuicdo das formas
em relagdo aos seus eixos. Definida a forma final do objeto, ele pode ser renderizado (fig.
7.14).

Secdo Transversal

Fit X - Forma Vista Superior
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FitY - Forma Vista Lateral

Figura 7.11 Figura 7.12
Figura 7.11: Vistas do objeto Faca.

Figura 7.12: Definigdo da forma base do objeto Faca.
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Figura 7.13: Deformagdes do objeto LOFT base.
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Figura 7.14: Objeto final renderizado.

8. Transformacées e Mapeamento de Coordenadas em Bibliotecas Graficas

Diferentes bibliotecas graficas utilizam esquemas diversos de transformacdes e
mapeamento de coordenadas. No caso de uma biblioteca grafica que utiliza primitivas
graficas bidimensionais, como o GKS (Graphical Kernel System), por exemplo, o modo de
mapeamento ¢é realizado através da defini¢do de duas transformagdes.

No GKS, especificado os limites da area de trabalho do usuario, cujo espago é denominado
de coordenadas de mundo, um retangulo em seu interior define a area de interesse para a
visualizagdo (fig. 7.1). Um segundo retdngulo define o espago das coordenadas
normalizadas, na qual o retangulo ¢ mapeado através da transformacdo de normalizacao.
Nesta etapa pode se habilitar ou ndo operacdes de recorte (clipping) bem como de
preservag@o ou ndo de relacdes de aspecto (aspect ratio), ou seja, o objeto original a ser
exibido pode ser achatado ou esticado ou mantido com suas proporg¢des iniciais inalteradas.
A transformagfo de dispositivo mapeia as coordenadas de um retangulo definido no espaco
das coordenadas normalizadas no das coordenadas de dispositivo. Nesta fase, ndo sido
permitidas operagdes de recorte e de alteragdo da relagdo de aspecto.




Coordenadas
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Coordenadas
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Coordenadas
de Dispositivo

Figura 8.1: Mapeamento de coordenadas no GKS.

8.1 Esquema de Transformacdes na Biblioteca Grafica OpenGL

O processo de transformagdo na OpenGL é baseado em uma analogia com as etapas
usualmente seguidas para se fotografar um objeto. Inicialmente, ha o posicionamento da
camera, ou seja, regulagem do tripode e da dire¢do para a qual a cdmera aponta, de forma a
se definir uma regido de interesse para a foto (fig. 8.2.a). Na OpenGL, isto significa definir
o ponto-de-observagdo, o qual determina o volume de visualizagdo no mundo em questdo
(fig. 8.2.b), e estd relacionado com a transformagdo de visualizagdo (viewing
transformation).

A segunda etapa no processo de fotografar ¢ o posicionamento do objeto (fig. 8.2.c), o que
significa determinar qual parte dele devera aparecer mais acentuadamente na fotografia.
Para tanto, o que se faz ¢ mover ou rotacionar o objeto. Na OpenGL, esta etapa ¢ também
relacionada a defini¢do de posicionamento do modelo (fig. 8.2.d), sendo denominada de
transformag¢do de modelagem (modeling transformation), que se caracteriza por
transformagdes de rotacao, translagdo e escalamento.

Note-se que estas duas etapas no processo da fotografia se confundem, dado que ¢é possivel
se obter a mesma foto rotacionando ou transladando o objeto ou a camera. Neste sentido, a
figura 8.3.a exemplifica como pode-se afastar um objeto do ponto-de-observagdo, cuja
posicdo ndo se altera e a figura 8.3.b como afastar o ponto-de-observacdo do objeto, cuja
posi¢do permanece inalterada. Assim, na OpenGL as transformagdes de visualizagdo e
modelagem sdo tratadas de forma combinada como modelview transformation.



Figura 8.2.a: Posicionamento de

camera.

Figura 8.2.b: Posicionando o volume de
visualizagdo no mundo.

Figura 8.2.c: Posicionando o objeto
(modelo).

Figura 8.2.d: Posicionando o modelo no
mundo.

Figura 8.2.e: Ajustando a lente para o
enquadramento.

\pe=S

Figura 8.2.f: Determinando a forma do
volume de visualizacao.




Figura 8.2.g: Fotografia . i
Figura 8.2.h: Viewport

Figura 8.3.a: Translag@o do objeto. Figura 8.3.b: Translagdo do ponto-de-
observacgéo.

A terceira ctapa do processo de fotografar é o ajuste das lentes para definir o
enquadramento desejado. Neste sentido, ao se usar uma grande angular, pode-se aumentar
o angulo de enquadramento, possibilitando que um espago maior ao redor do objeto alvo se
enquadre na area da foto (fig. 8.2.¢). Na OpenGL, esta etapa corresponde a definicdo do
volume de visualizacdo (fig. 8.2.f), ou seja, o que vai ser realmente exibido na tela, bem



como do tipo de projecdo utilizado para se projetar o conteudo do volume de visualiza¢do
na tela.

Apos se bater a foto, a ultima etapa se refere a revelagdo e produgdo da fotografia. Neste
etapa, ndo ¢ possivel mais se proceder a alteracdes na cena, no entanto, pode-se escolher
toda regido ou uma sub-parte dela para ser mapeada na area da foto (fig. 8.2.g). Na
OpenGL, o processo ¢ similar (fig. 8.2.h), no entanto, também ¢é possivel se proceder a
alteragdes de proporc¢des entre a altura e a largura do retangulo onde estd enquadrada a
cena, conforme comentado no topico sobre transformacao de viewport.

Concluindo, o processo de transformagdo na OpenGL esta dividido em quatro etapas (fig.
8.4), cada um explicado em maiores detalhes a seguir.

8.1.1. Transformacdes de Visualizacio e Modelagem

A OpenGL oferece uma funcdo utilitaria para se definir uma transformagio de visualizagéo
(fig. 8.5), baseando-se na posi¢do do observador (0x,0y,0z), na posi¢do do centro da cena
(cx,cy,cz) e em um vetor que indica o eixo vertical do observador (vx,vy,vz), cujo valor é
em geral (0, 1, 0). Essa funcdo tem a seguinte sintaxe:

gluLookAt (GLdouble ox, GLdouble oy, GLdouble oz, GLdouble cx, GLdouble cy,
GLdouble cz, GLdouble vx, GLdouble vy, GLdouble vz);

Note-se que gluLookAt é uma funcgéo utilitaria porque ela é implementada pela combinacdo
das transformagdes basicas de visualizagdo ¢ modelagem da OpenGL, ou seja, translagdo,
rotagdo e escalamento.

A fung@o de translac@o que aplica sobre a matriz modelview tem a seguinte sintaxe:

glTranslatef (GLfloat x, GLfloat y, GLfloat z);

glTranslated (GLdouble x, GLdouble y, GLdouble z);
Onde x, y e z indicam as distancias transladadas nos eixos X, y ou z.
Também aplicada sobra a matriz modelview, a fun¢ao para se realizar uma rotacdo tem a
seguinte sintaxe:

glRotatef (GLfloat angulo, GLfloat x, GLfloat y, GLfloat z);

glRotated (GLdouble angulo, GLdouble x, GLdouble y, GLdouble z);

Onde o pardmetro angulo indica o dngulo de rotacdo, ¢ X, y e z indicam em quais dos eixos
sera aplicada a rotacdo.
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Figura 8.4: Esquema de transformacao de coordenadas na OpenGL.
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Figura 8.5: Transformagdo de visualizag@o.

A sintaxe da func¢do de escalamento é:

glScalef (GLfloat x, GLfloat y, GLfloat z);
glScaled (GLdouble x, GLdouble y, GLdouble z);

Onde os parametros X, y e z indicam o valor a ser multiplicado sobre cada eixo.

8.1.2. Transformacao de Projecio

Esta transformagao ¢ utilizada para definir o volume de visualizagdo, os planos de corte e,
como o proprio nome diz, determinar o modo de projecdo do espago tridimensional no
plano. Em termos de projecdo perspectiva, existem duas fungdes que realizam tal tipo de
operacdo. A primeira é:
glFrustum (GLdouble esquerda, GLdouble direita,
GLdouble topo, GLdouble base,



GLdouble perto, GLdouble longe);

Onde os parametros esquerda e direita indicam os limites em X, topo e base indicam os
limites em y, e perto e longe indicam os limites em z (fig. 8.6). A palavra Frustum se refere
a piramide truncada que fica entre os planos perto e longe.

esquerda  topo direita

base

< longe

Figura 8.6: Defini¢do do volume de visualizagao.

A segunda funcdo, mais usada que a primeira por ser operacionalmente mais intuitiva, €:
gluPerspective (GLdouble acdvy, GLdouble ra, GLdouble perto,GLdouble longe);

Onde acdvy define o dngulo do campo de visdo no eixo y, ra (razdo de aspecto) define a
relagdo x/y, para se determinar o campo de visdo em X, e perto e longe definem os limites
ao longo do eixo z (fig. 8.7).

A proje¢do da cena no plano também pode ser realizada de acordo com uma projecdo
ortografica. A sintaxe da fung@o que realiza esta operagao é:

glOrtho (GLdouble esquerda, GLdouble direita,
GLdouble topo, GLdouble base,
GLdouble perto, GLdouble longe);

Os parametros desta rotina funcionam de forma similar ao da fung¢do glFrustum.

Note-se que, como explicado anteriormente, as projecdes perspectivas permitem que se tenha
uma visdo mais realistica de uma cena, dado que os objetos da cena mais distante do
observador aparecerdo menores, €, assim, alteram as relagdes de tamanho e angulo de lados do
objeto. As projegdes ortograficas, onde os raios projetores sdo perpendiculares ao plano de
projecdo, evitam estas distor¢des.
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Figura 8.6: Defini¢do do volume de visualizag@o pela rotina gluPerspective.

8.1.3. Transformacao de Viewport

Depois que todos os vértices sofreram as transformagdes de modelview e de projecdo, bem
como os vértices fora do volume de visualizacdo foram eliminados, os vértices serdo
mapeados na janela de exibigdo através da transformacao de viewport. A fungio que define
0 mapeamento na viewport é:

glViewport (GLint x, GLint y, GLsizei largura, GLsizei altura);

Onde (x,y) definem o ponto esquerdo-abaixo da janela de exibicdo e largura e altura
definem as suas dimensdes. Caso a relagdo de aspecto (largura/altura) ndo for igual a do
volume de visualizag@o, a imagem podera ser exibida com distor¢do (fig. 8.8).

8.1.4. Matrizes de Transformacao

A OpenGL possibilita duas maneiras de se obter transformagdes: a primeira através do uso
de fungoes especificas para rotacdo, translagio e escala, e a segunda através do célculo de
uma matriz resultante de todas as transformagdes e a sua aplicacdo sobre os objetos da
cena. Esta biblioteca oferece uma série de fungdes destinadas para a manipulagdo direta de
matrizes de transformagdo. Pode-se carregar uma matriz da memoria e armazena-la
diretamente, sem o uso das fungdes descritas anteriormente.
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Figura 8.7: Projecao ortografica.
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Figura 8.8: Mapeamento do volume de visualizagdo para a viewport.

Para se especificar qual tipo de matriz serd feita a transformagdo, existe uma fungdo cuja
sintaxe é:

glMatrixMode (Glenum modo);

Onde o parametro modo ¢é uma constante, que pode ser GL MODELVIEW,
GL_PROJECTION ou GL_ TEXTURE.

Para se carregar uma matriz, usa-se a seguinte fungéo:
glLoadMatrixf (const GLfloat *m);
glLoadMatrixd (const GLdouble *m);



Onde o parametro m é um vetor de 16 posi¢des, contendo os valores da matriz. Outra
funcdo permite que se multiplique a matriz corrente por uma especificada como pardmetro:
glMultMatrixf (const GLfloat *m);
glMultMatrixd (const GLdouble *m);

Neste caso, m também representa a matriz de transformagdo. Com isso, a matriz de
transformag@o corrente sera a multiplica¢do da antiga com a especificada pelo parametro m.

Héa também uma fungdo para zerar a matriz corrente de transformacdo. Sua sintaxe é:
glLoadldentity ();

Desse modo, todas as transformagdes sdo perdidas e os proximos desenhos serdo feitos na
posi¢éo (0, 0, 0).
Como exemplo do uso destas matrizes, o codigo abaixo carrega a matriz identidade e
depois aplica uma escala nos trés eixos:
glMatrixMode (GL_ MODELVIEW);
GLfloatml[]={ 1.0,0.0, 0.0, 0.0,
0.0, 1.0, 0.0, 0.0,
0.0, 0.0, 1.0, 0.0,
0.0, 0.0,0.0, 1.0 };
glLoadMatrix (m1);
GLfloatm2[]={ 2.0,0.0, 0.0, 0.0,
0.0, 2.0, 0.0, 0.0,
0.0, 0.0, 2.0, 0.0,
0.0,0.0,0.0,1.0 };
glMultMatrix (m2);

Este outro exemplo mostra como se desenha um cubo rotacionado com transformagio
perspectiva:

glMatrixMode (GL_PROJECTION);

gluPerspective (90.0, 1.0, 0.0, 100.0);

glMatrixMode (GL_ MODELVIEW);

glRotatef (30.0, 0.0, 1.0, 0.0);

glTranslatef (0.5, 0.0, 0.0);

auxSolidCube (0.5);

Duas fungdes em OpenGL permitem que se guarde temporariamente a matriz corrente de
transformag@o e que se recupere-a posteriormente. As matrizes podem ser empilhadas e
desempilhadas, recuperando-se os seus valores. A grande diferenca entre o método de zerar
a matriz e empilhar/desempilhar é que no primeiro as transformacgdes anteriores sido
perdidas, e neste ultimo elas podem ser recuperadas.

Para empilhar a matriz usa-se a fungdo glPushMatrix () e para recupera-la usa-se a fungéo
glPopMatrix ().

Como exemplo, este codigo desenha uma esfera no centro da tela, outra a sua direita, e
outra acima da primeira:



glLoadlIdentity ();
auxSolidSphere (0.2);
glPushMatrix ();
glTranslatef (0.5, 0.0, 0.0);
auxSolidSphere (0.2);
glPopMatrix ();
glTranslatef (0.0, 0.5, 0.0);
auxSolidSphere (0.2);

Se ndo fossem usadas as fung¢des de empilhar e desempilhar na matriz de transformagao,
seriam desenhadas uma esfera no centro, outra a direita e outra acima desta ultima, pois as
transformagdes seriam calculadas sucessivamente.

8.2 Esquema de Transformacdes na Biblioteca Grafica VRML

O esquema de transformacdo em VRML ¢ mais simples do que o da OpenGL. Ele se baseia
em um eixo de coordenadas 3D fixo e centrado no centro da janela de exibigdo. Objetos
solidos (cilindros, cubos, etc) sdo posicionados de forma centralizada em relagdo a este
eixo. Os objetos podem ser deslocados no espago em relagdo a este eixo, bem como ¢
possivel se definir um ponto-de-observagdo de forma semelhante ao da OpenGL.

Nao ha transformacdo de viewport, o que implica que relagdes de aspecto ndo podem ser
alteradas. Além disto, a VRML adota uma unidade padrio de medida que é o metro, isto
para possibilitar a compatibilizagdo de diferentes mundos.

As transformagdes em VRML sdo realizadas através do node (bloco fundamental de
constru¢do de um arquivo VRML) Transform que possui alguns campos que definem
rotagdo, translagdo, escalamento ¢ qualquer combinacdo das transformagdes citadas acima.
Um node Transform afeta todos os nodes que estdo dentro dele e ainda possui um efeito
acumulativo.

A translag@o ¢ feita usando-se um campo translation de um node Transform que especifica
trés valores de movimentacdo do objeto ao longo dos eixos x, y ¢ z. A VRML segue a
convencao da regra da mdo direita para a orientagdo dos eixos.

O exemplo abaixo descreve como se realizar a translagdo de -2.4 unidades no eixo x, 2
unidades no eixo y e 3 unidades no z, de um cilindro com 3m de raio da base e 6m de altura
em VRML 2.0.

#VRML V2.0 utf8
Transform {
translation -2.4 2 3
children[
Shape {
appearance Appearance {
material Material { }

H
geometry Cylinder {



radius 3
height 6

side TRUE
top FALSE
bottom TRUE

}

O campo rotation de um Transform especifica a rotacdo de um objeto ao redor de um
determinado eixo. Este campo consiste de quatro valores. Os trés primeiros definem o eixo
de rotagdo segundo a sequéncia x y z. O ultimo define quantos radianos o objeto deve ser
rotacionado em torno do eixo de rotagdo. Por exemplo, o trecho de codigo abaixo descreve
o mesmo cilindro do exemplo anterior rotacionado de 1.57 radianos ao redor do eixo x.

#VRML V2.0 utf8
Transform {
rotation 1 0 0 1.57
children[
Shape {

sk

}
H

A rotagdo pode ser realizada no sentido horario ( valor do angulo de rotagdo negativo ) e no
sentido anti-horario ( angulo positivo ). Como mencionado anteriormente, deve-se atentar
para que quando for se rotacionar um objeto fora da origem dos eixos, deve-se primeiro
transladar esta origem para um ponto estabelecido do objeto, realizar a rotagdo e depois
retornar a origem dos eixos a sua posicdo inicial.

Escalamento aumenta ou diminui o tamanho dos objetos que estiverem dentro de um node
Transform. Esta transformag@o ¢ especificada pelo campo scale, o qual possui trés nimeros
que representam a escala nos eixos X, y e z respectivamente. scale 1 1 1 significa nenhuma
modificagdo no objeto. scale com valor 0 em qualquer dire¢do torna o objeto infinitamente
pequeno na diregdo. Como ilustragdo, se for alterado parte do ultimo exemplo tem-se:
#VRML V2.0 utf8
Transform {
scale 1.23 11
children[
Shape {

sk

}



}

Nesta situag@o o objeto sera aumentado em 23% na dire¢do do eixo x.

A combinac¢do dos campos do node Transform podem realizar as mais complicadas
transformagdes. Quando usa-se uma combinagdo de transformagdes deve-se considerar
que:

. A ordem em que uma série de transformacdes € aplicada faz diferenca.
. A transformagdo mais recente ¢ aplicada primeiro.
. A ordem em que uma série de transformagdes ¢ aplicada dentro de um unico node

Transform ¢é fixa. Primeiro ¢é aplicado o escalamento, depois a rotagdo e por fim a
translagdo. Se for necessario que isto ocorra em ordem diferente da especificada
acima, deve-se usar varios nodes Transform.

Abaixo tem-se um exemplo de um node Transform que combina todas as transformagdes
possiveis em VRML.

#VRML V2.0 utf8
Transform {
scale 12311
rotation 0101.69
translation4.5 1 0.4
children[
Shape {
appearance Appearance {
material Material { }

b

geometry Cylinder {
radius 3
height 6
side TRUE
top FALSE
bottom TRUE

H

}

Em relacdo ao posicionamento do ponto-de-observagdo, o node ViewPoint descreve uma
posicao potencial e uma orienta¢do para a observagao de uma cena. Criar um ViewPoint é
como posicionar uma camera em um determinado ponto para que o cendrio seja visto a
partir dele. Pode-se especificar, também, um campo de visdo, indicando o quanto a cena ¢
visivel. Isto funciona de forma similar ao parametro acdvy na rotina gluPerspective da
OpenGL e um pequeno field of view deixa parte de um cenario visivel, ao contrario de um
grande field of view que deixa grande parte do cenario visivel.



Segundo a especificagdo da VRML 2.0, o node ViewPoint é definido da seguinte maneira:
ViewPoint {

position 0010
orientation 0010
fieldOfView 0.785398
description o

jump TRUE

onde,

position - especifica a posi¢ao relativa do node ViewPoint em relagdo ao sistema de
coordenadas.

orientation - especifica a rotacdo relativa a uma orientacdo padrdo. A orientagdo padrdo ¢
aquela que o usuario observa a cena percorrendo-a no sentido do eixo -z , com +x a
direita e +y para cima. Uma simples rotacdo da orientagdo ( rotacdo realizada sobre um
eixo arbitrario ) é suficiente para especificar qualquer combinacdo de diregdes de visdo.
Pode-se colocar dois campos orientation para um node ViewPoint. Os campos position
e orientation sdo afetados pela hierarquia das transformagdes.

fieldOfView - especifica um campo de visdo em radianos. Ele pode variar de 0 a /7, sendo
que o angulo pré-assumido € 45°.

description - descreve o ponto de vista que o usuario esta utilizando.

Jjump - indica se 0 browser pode “saltar” para um outro ViewPoint que foi definido.

9. Projecdes Estereograficas

Devido a sua extensdo, este topico sera desenvolvido em material complementar em anexo.
Projegdes estereografica envolvem o estudo de projegdes ndo-planares com énfase em
projecdes cilindricas.
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